Chapitre 21 - Correction des exercices 1

Exercice 1:

1. On reconnait une série géométrique de raison i.

1 X1 4
La série Z = est donc convergente et Z mo3
n=0

2. On reconnait une série géométrique de raison é

1 21 e
La série Z —- est donc convergente et Z — =
e e

n=0

e—1

3n— 1 1

5
3. Pour tout n € N, 2 ST = 15 (% . La série Z < > est convergente de limite ok

3 n
Puisque I'ensemble des séries convergentes est stable par combinaison linéaire, la série E I <5> est
te de limit Lo 1
convergente de limite —.— = —.
& 152 6

4. On reconnait une série géométrique de raison e?. Donc la série g e’" diverge.

+oo
2n

5. On reconnait la série de terme général = Z%. Donc Z— est convergente et Z = e’

n=0
n n n n—1 n
, i K3k 3k 3k 37
6. Soit n € N*. 5, = W+H:Z DM 23.+z
k=0 k=1

n—|—1)3

1)3"
Donc Z (n+ ' ) est convergente et Z =3e3 + 3 = 4¢3
n!

n=0

Exercice 2: On s’intéresse aux suites (uy) et (wy) telles que ug =0, wg =1, w1 =0 et Vn € N, upy1 = 2u, + 1,
et wpyo = dwpy1 — 4wy,

1. La suite (u,)nen est une suite arithmético-géométrique.

e On cherche le point fixe x =2z +1 — = —1.

e On étudie la suite v, = u, + 1 et on montrer qu’elle est géométrique de raison 2 :
Vn € N, v, =2".vy = 2".

e On revient a la suite u : Vn € N, u,, = v, — 1 =2" — 1.
La suite (wy)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

e On cherche les racines de ’équation caractéristique: 22 = 4o —4 — x = 2.

e On a donc la forme générale de la suite w Vn € N, w,, = (A + Bn)2".

e On détermine A et B avec les premiers termes : Vn € N, w,, = (1 —n)2".
2. On calcule alors les sommes partielles.

n

U, = 2(2’“—1)—1_72%1—( +1)=2""" 1 - (n+1)
k=0

W, = Zn:(l k)2k—1 i Zn:m’f

o k=0 12 k=0
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Chapitre 21 - Correction des exercices 2

n
1— n+1
Pour la deuxiéme somme, on dérive la formule Z$k = % et on obtient le résultat suivant :
—x
k=0
1 1— 1— n+1
ka’f 11—+ (A =a") Zm’f L i+ 127 + (1 — 27 = (n — 1)2" + 1.
(1—x)? —

Dou
U,=2"" —n—2
W, = 2" 1-2((n—-1)2"+1)=(2-n)2""" -3

3. U, ~2""1 donc lim U, = +oco. La série Zun diverge.

n—-+o0o

lim W,, = —oco. La série Z wy, diverge.

n—-+0o0o

Exercice 3:

1. Soit k € N*

/t’“ldt ) _1!
0 k|, k

2. On remplace dans la somme et on intervertit la somme et l'intégrale.

n (71)]9_1 n 117(7t)n
Zik = Z( 1)k~ 1/Otk dt = /0 t)Ftde = /01+t dt

k=1 k=1
tn bogn
_ / —dt (-1 — [ln(1+ 1))} — (—1)"/ at
1+t 0 o L+t
1 tn
= — (=" dt
3. On va déterminer la limite de I'intégrale.
1 n 1 n 1
t t 1
(—1)”/ dt| < / dt < / t"dt =
0 1 + t 0 1 =+ t 0 n —+ 1
n k—1
Par encadrement et opération sur les limites, lim Z = = In(2)
’ n—+oo ] k
1)n 1 +oo _1)71—1
Donc, la série Z ———— converge et Z =1In(2).
n=1
(=1)" S (=D
Par stabilité par combinaison linéaire, la série Z converge et Z = —1In(2).
n — n

Exercice 4:

‘2n
1. Les séries Z o Z 7 Z “— sont des séries de terme général de la forme %T,L ou z € C. D’apres le

cours, elles convergent et leurs sommes respectives valent e, e’ et e

2. Pour tout n € N, notons an:%(l +j”+j2”).
Soit n € N.
lercas: Sin=3moumeN, a,=3(1+1+1)=1.
2eme cas : Sin:3m+10ﬁm€N,an:1(1+j+j2):O.
3eéme cas : Sin=3m+2oum €N, an:§(1+j2—|—j4):%(1+j2+j):0.
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Chapitre 21 - Correction des exercices 3

a 1 a
3. D’apres la question précédente, Z —7: = Z m Or, par somme, Z —T: est convergente et

400 +o00 +oo . +00 .op

Z 1 Z 1 " 1 V3; V3; 1 2 3
ai’r;' frg g < 7‘—1_ ]7‘4_ ]'> — g (e-'-e_%—"_TBl—'—e_%_TBl) = §e+§e_% COS ({)

=0 n: =0 n: "0 n: =0 n:

“+oo
) s 1 1 2 1 V3
DOURZ:O(Bn)!:3e+3e 2 COS <2>

Exercice 5: Déterminer un équivalent en +o0o des suites suivantes puis la nature des séries associées :

1. u, ~ —. Par comparaison de série a termes positifs a une série de Riemann, E uy, diverge.
n

2 2
— . Par comparaison de séries a termes positifs & une série de Riemann, g Uy, converge.

2. u, = ~
" n2—-1 n

Lin
.1'1—:dl"§d' i¢ t.
3. _1)1300( + n) e donc la série » u, diverge grossieremen
en
4. ch(n) ~ 5 donc u, ~ e
converge.

Par comparaison de séries a termes positifs & une série géométrique, g U

Exercice 6:

1. Ceux sont des séries a termes positifs.

2

" 1
n2(nj—1) = n’exp <n2ln (nil)) =n?. exp (—n21n <1+n>>
1
—n?In (1+> ~ -n
n

2

n
lim nz( ) = lim n%e™=0
n—+00 n+1 n—+4o00
n2 n2
Donc o =0 i Par comparaison de séries & termes positifs Z i converge
"\ n+1 n2 ) p DOSILES, n+ 1 8¢
2. Ceux sont des séries a termes positifs.
1 1
n.|\ — = — =exp| — Inl =
n n n n
. , . 1
Par croissance comparée, lim —In | — = 0
n—-+oo N n
1\ e
Donc, lim n. <> =1
n—4o0o n

1
o

1\
On a bien () ~
n
1

1++
Ce dernier est le terme d’une série divergente. Par comparaison des séries de termes positifs, g ()
n

diverge.

H. Bringuier PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac 2023/2024



Chapitre 21 - Correction des exercices 4

3.
n?* =exp (2In(n) — In(n).In(In(n))) = exp (In(n)(2 — In(In(n))))
hl(n)ln(n)
Or, lim In(n)(2 —In(In(n))) = d bi ¥—Oi
r, lim In(n n(In(n))) = —oo donc on a bien ()0 7 )
Par comparaison de séries a termes positifs, Z W converge.

Exercice 7:

1 . ATUREN s n+1 .
—. Par comparaison de séries a termes positifs, Z R diverge.

1. —~
n24+1 n

In(n 1 In(n
2. (n) > —. Par comparaison de séries a termes positifs, Z L diverge.
n n n

1 1 1 1
3. sin ~ = . Ce dernier terme (= 0) est le terme d’une série convergente, d’ou sin [ ——
ny/n nyn  n3/2 (20) & Z (n\/ﬁ)
converge.
4 lim —=04d L _o(L).p ison de séries & t itifs, ) !
- m oo =0done oo = 3 ) Par comparaison de séries & termes positifs, 2 an converge.

1 1 1
5. ch() — 1~ o2 donc Ch<> — 1~ ——. Par comparaison de séries a termes positifs,
n n

1
Z ch() — 1 diverge.
n

n+20 - 1
6. Montrons que tedee ~ —.
(n+1)! n

Onanw:L<%+...+ﬁ+%+l) et 0 < b+ .+ gy < 5 don

(n+1)! n+1

+204 .- +nl n 2
<n < 1+
(n+1)! n+1

420+ +nl 1

Par théoreme d’encadrement, ~ —.

(n+1)! n

: TR o +21 4 +nl L
ar comparaison de séries a termes positifs, est une série divergente.
P d t tif; ( n 1>' t d t
n !
: . (=1)" (H™ 1
Exercice 8: Pour tout n € N*, on pose u,, = et v, = + —.
Vn vn n

Un 1 _ ~
1. Onaﬂ—l—k(,\}%nﬁ%l. Donc u,, ~ v,.

2. D’apres le CSSA, la série Z uy est convergente et d’apres le théoreme de la nature des séries de Riemann,

E uy, n’est pas absolument convergente.

. . o 1 .
3. Par l’absurde si g v, converge, alors par combinaison linéaire E (v — up) = E — converge ce qui est
n

absurde.
D’ou Z vy, diverge.
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Chapitre 21 - Correction des exercices 5

1
Exercice 9: On considere la série harmonique Z —, dont on note H, la somme partielle d’ordre n € N*.
n

k1 q ko
/ —dt < - < / —dt
koot ko Jgat

n+1 n1q
1+/ dtéHnél—l-/ —dt
2 13 1 1

1. Soit n € N*, pour tout k € [2;n],
D’ou

1.e.
1+In(n+1)—In(2) < H, <1+ In(n)

D’ou Hy, ~ In(n).
2. Soit n € N*, un+1—un:ﬁ—ln(l—k%)z%(l—%—i—o(%))—%—i-%%—i-o(#):—W—i—o(n )

) n+l1 — Un ™~ —5°3. i éri .
D’ou u U L Cest le terme de signe constant d’une série convergente
+ on2

Donc Z(Un+1 — uy) est convergente, on en déduit que la suite (uy,) est convergente.

Exercice 10: C’est une série de Bertrand (i.e. de terme général de la forme m)

est un quotient de fonctions dérivables avec un dénominateur qui ne s’annule

1. La fonction f : x —
xIn(x)

pas sur ]1,4o00[ donc f est dérivable sur |1, +oo et
—(In(z)+1)

<0
22 1n%(2)

Vz €]1, +oo[, f'(z) =

Donc la fonction f est continue et décroissante sur |1, +oo].

2. Soit k > 2.
1 k+1
> / dt
kIn(k) x tln(t)
3.
- 1 ntl g
> dt = [In(In(t))7H!
é kIn(k) /2 fingy O = ()l
S|
pgp) > (1)) = In(in(2))
k=2
Or, lim In(ln(n+ 1)) — In(In(2)) = +oco. Par minoration, li n o
r, nJ)IJ?OO ngini{n niin = 0. ar minoration, nigloo 2 kln(k) _ 50
1
donc la série Z nn(n) diverge.

Exercice 11:

. 1 . : . . .
1. Pour a > 1, la série E — est une série de Riemann convergente donc ¢ est une fonction bien définie sur
n

115 400l
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Chapitre 21 - Correction des exercices

2. La fonction z % est positive, continue et décroissante sur R7 .

k+1 1 1 k 1
Soit k € [2, +oo]. / t<— < / —dt. D’ou
ka kflta
n+1 1 1
—dt —dt
/ S
21 1
De plus, / t—adt < Ta < 1. On obtient alors un encadrement des sommes partielles,
1

(n+ 1)1 — I=a _ 1
- —+1
1—a Z ke S 1—a
On peut passer a la limite car on sait que toutes les quantités convergent.

+1

3. Par encadrement, ((a 1
bl C( ) a—:1+ a—1

4. Par conséquent, pour tout a €]1, +o0[, 1 < ((a) < ﬁ—i—l. D’apres le théoréeme d’encadrement, ((a) — 1.

D.

Riemann Zeta Function

. . . 1
Exercice 12: On sait, d’apres le théoreme des séries de Riemann que g —5 converge.

Soient n, m € [2; 400 tels que n + 1 < m, a l'aide d’une comparaison série 1ntegrale on obtient :

m k+1 1 m 1 m k
> [ pas Y Gy [ gw
k=n+1 k=n+1 k=n+1

i.e.

a—400
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Chapitre 21 - Correction des exercices 7
i.e.
1 1 1 1 1
T < Z STt
m+1 n+l Wo k m o n
En passant a la limite quand m tend vers +oo, on obtient
< Z k2 S5
k=n+1
=X 11
Conclusion : Z 2
k=n+1
Exercice 13:
1. On va faire apparaitre une somme télescopique. Soit n € N.
n _n+l1-1 1 1
(n+D! (n+1)!  nl (n+1)!
De plus, la suite [~ donc la série »
e plus, la suite [ — converge donc la série ———— converge.
P ) ey VS (n+ 1) Ore
n n
k 1 1 1
Sn = = —_——— | =1l — 1
" (k+1)! Z(k:' (k:+1)!> (n 4+ 1)! n—too
k=0 k=0
+o00 n
Donc, — =
72 (n+1)!
2. On va faire apparaitre une somme télescopique. Soit n € [2; +oo].
1 21 -1 1 -1
Inll——)=In n =In n .n—i— =In n —In
n?2 n?2 n n n n+1
La suite ( In converge donc la série Z In{1-— x converge
n+1 neN* & n? B
n
1 —1 k 1 n
(1) = ( () (k) = (5) () v e
+00 1
d — | =-
onc Zln ( 2 ) In(2
n=2
1 1 . PETSNEEN PN - . -
3. ~ —. Par comparaison des séries a termes positifs a une série de Riemann, la série
n(n+1)(n+2) 3
1
converge.
Zn(n—i—l)(n—i—Q) &
Pour calculer sa somme, on utilise une décomposition en éléments simples. Soit n € N*.
1 1 1 . 1
nn+1)(n+2)  2n n+l1 2n+2)
n n n n
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B ) G ) ()
= k(k+1)(k +2) —\2k k+1 20k+2)) 2&4\k k+1) 24 \k+2 k+1
IS U U A WA U
2 n+1l) 2\n+2 2)no+od
+oo
1 1
d’ot = —.
ot ;n(n+ D(n+2) 4
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Chapitre 21 - Correction des exercices 8

1 : . . . . : 1

4. ————5 ~ —;. Par comparaison des séries a termes positifs a une série de Riemann, la série E — 3
n?(n+1) n n?(n+1)
converge. Pour calculer sa somme, on utilise une décomposition en éléments simples. Pour tout n € N*,

1 o2 12
n2n+1)2  n  n2 n+l  (n+1)2
n n n
1 1 1 1 1 72
= 2 — =) +2Y S -1+ —0 — 27 -3
S = (1) e e

+o00 1 7'('2
dot Y ———— =" _3
Ounzlrﬂ(nﬂ)? 3

Exercice 14:

1. Soit k € N*.
. ; . 1 L — l . L 1 si L
Mk n) T Ok T TR ) T k)M e
. 1 . :
sin (k(k+1)) _ sm(%) COS(%_H) - COS(%) Sm(Wll) — tan <1> _ tan ()
cos() cos(+7) cos() cos( 1) K bl
2. Soit n € N*

sin (

)

F1)

est conver-

La suite (tan(1) — tan( Jr1))791 admet une limite finie en +oo donc la série Z h(k +(

cos(4) ¢
gente, de somme tan(1).

Exercice 15:

1. On peut montrer par récurrence que Vn € N, u,, > 0.

Donc Vn € N*, 0 < u, < —. Par encadrement, lim wu, = 0.
n n—-+0o00
2. Soit n € N*.
Uy, = NUy = e Y1 donc lim v, =1.
n—-+o0o

1 . . i .
3. On a u, ~ — donc par comparaison de séries & termes positifs, > u,, diverge.
n

Exercice 16: On note (uy)nen la suite définie par ug =1 et upy1 = uy + ﬁ pour tout n € N.

1. Notons f:z+— x + % On a donc u,y1 = f(uy) pour tout n € N.
L’intervalle [1; +oo[ est stable par f et contient ug. Donc (uy,) est bien définie et u, > 1 pour tout n € N.
De plus, f est croissante sur [1; 00|, donc (u,,) est monotone. Par ailleurs, ug < wuy, donc (uy,) est croissante.

2. Soit n € N.
9 9 1 1 1
un-i—l_un:(un+1_“n>(un+1+“n):7 2up + — _2“‘72/2
Un Unp u
n—1
Onadoncz ukH uk 2216 u2 > 2n i.e. u, = +/2n pour tout n € N.

k=0
La suite (uy,) diverge donc vers +oo
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Chapitre 21 - Correction des exercices 9

3. On a u% < % pour tout n € N*.
n

n n
1 1 1
Soitne N, 0<Y <143 o Or >+
e ’ k—Ou% +k'—1 2k rk‘—lk

4. Soit n € N*, On a u2 = (ui+1—ui):2n+z

D’ou
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